
La suma de los cubos a veces es igual al cuadrado de la suma … 

Si n es un natural cualquiera, sea {𝑎𝑎 = 1, 𝑏𝑏, 𝑐𝑐, … ,𝑛𝑛 = 𝑚𝑚} la lista de sus divisores. La lista del número de 
divisores de estos últimos es: {𝑎𝑎’ = 1,𝑏𝑏’, 𝑐𝑐’, … ,𝑚𝑚’}, donde son posibles las repeticiones. Pues bien, para los 
números de esta lista sorprendentemente se verifica que: 

a′³ + b′³+. . . +m′³ = (a′ + b′+. . . +m′)2        (1) 

Veamos la demostración. 

1. Si 𝑛𝑛 = 𝑝𝑝𝑘𝑘, sus divisores son 1,𝑝𝑝,𝑝𝑝², . . . , 𝑝𝑝𝑘𝑘 con 1, 2, 3, . . . ,𝑘𝑘 +  1 divisores cada uno de ellos. Pero es bien 
conocido que: 

13 + 23+. . . +(𝑘𝑘 + 1)3 = �1 + 2 + ⋯  + (𝑘𝑘 + 1)�2 = �(𝑘𝑘+1)(𝑘𝑘+2)
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     (2) 

La última igualdad es sencilla de ver, como ya mostró el pequeño Gauss a su maestro: 

1 + 2 + ⋯  + 𝑘𝑘 = 1
2
�(1 + 2 + ⋯  + 𝑘𝑘) + (𝑘𝑘 + ⋯+ 2 + 1)� = 1

2
�(𝑘𝑘 + 1) + ⋯ (𝑘𝑘 + 1)� = 𝑘𝑘(𝑘𝑘+1)

2
 (3) 

Veamos la demostración de (2) por inducción. Para 𝑘𝑘 = 1 es cierto, 13 = 12. Supongamos que se verifica 
para k y veamos que entonces también lo hace para 𝑘𝑘 + 1: 

13 + 23+. . . +𝑘𝑘3 + (𝑘𝑘 + 1)3 = (1 + 2 +⋯  + 𝑘𝑘)2 + (𝑘𝑘 + 1)3 = �𝑘𝑘(𝑘𝑘+1)
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+ (𝑘𝑘 + 1)3 = 𝑘𝑘2(𝑘𝑘+1)2
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4(𝑘𝑘+1)3

4
= �𝑘𝑘2+4𝑘𝑘+4�(𝑘𝑘+1)2

4
= (𝑘𝑘+2)2(𝑘𝑘+1)2

4
= �(𝑘𝑘+1)(𝑘𝑘+2)

2
�
2

= (1 + 2 + ⋯  + 𝑘𝑘 + (𝑘𝑘 + 1))2  (q.e.d.) 

Por tanto, para potencias de primos ya está demostrado. 

2. Sea ahora 𝑛𝑛 = 𝑚𝑚 · 𝑝𝑝𝑟𝑟, con 𝑝𝑝 primo y 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚(𝑝𝑝,𝑚𝑚) = 1. Veamos que si la propiedad 

se verifica para 𝑚𝑚, también lo hace para 𝑛𝑛. 

Sean 𝑎𝑎 = 1, 𝑏𝑏, . . . ,𝑚𝑚 los divisores de 𝑚𝑚, y 𝑎𝑎′, 𝑏𝑏′, . . . ,𝑚𝑚′ respectivamente el número de sus divisores. 

Como suponemos que la igualdad propuesta se verifica para m, tendremos que 

𝑎𝑎′³ + 𝑏𝑏′³+. . . +𝑚𝑚′³ = (𝑎𝑎′ + 𝑏𝑏′+. . . +𝑚𝑚′)² 

Todos los divisores de 𝑛𝑛, sin duplicidades, son: 

𝑎𝑎 = 1, 𝑏𝑏, . . . ,𝑚𝑚,𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏, . . . ,𝑚𝑚𝑚𝑚,𝑎𝑎𝑎𝑎², 𝑏𝑏𝑏𝑏², . . . ,𝑚𝑚𝑚𝑚², . . . ,𝑎𝑎𝑝𝑝𝑟𝑟, 𝑏𝑏𝑝𝑝𝑟𝑟, . . . ,𝑚𝑚𝑝𝑝𝑟𝑟 = 𝑛𝑛 

(recordemos que 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚(𝑝𝑝,𝑚𝑚) = 1) 

Estos divisores tienen a su vez los siguientes números de divisores: 

𝑎𝑎′, 𝑏𝑏′, . . . ,𝑚𝑚′, 2𝑎𝑎′, 2𝑏𝑏′, . . . , 2𝑚𝑚′, 3𝑎𝑎′, 3𝑏𝑏′, . . . , 3𝑚𝑚′, . . . , (𝑟𝑟 + 1)𝑎𝑎′, (𝑟𝑟 + 1)𝑏𝑏′, . . . , (𝑟𝑟 + 1)𝑚𝑚′ Ign
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Sumando todos estos números, tenemos 

𝑆𝑆 = (𝑎𝑎′ + 𝑏𝑏′+. . . +𝑚𝑚′)(1 + 2+. . . +(𝑟𝑟 + 1)) 

Y el cuadrado de la suma es 

𝑆𝑆2 = (𝑎𝑎′ + 𝑏𝑏′ + ⋯  + 𝑚𝑚′)2�1 + 2 + ⋯  + (𝑟𝑟 + 1)�2 

Puesto que los números en cada paréntesis verifican la propiedad, tenemos entonces que 

𝑆𝑆² = (𝑎𝑎′³ + 𝑏𝑏′³+. . . +𝑚𝑚′³)(1³ + 2³+. . . +(𝑟𝑟 + 1)³) 

y desarrollando el producto, tenemos la suma de los cubos de todos los números de divisores de los 
divisores de 𝑛𝑛. 

3. Sea ahora 𝑛𝑛 = 𝑝𝑝𝑎𝑎𝑞𝑞𝑏𝑏. . . 𝑟𝑟𝑐𝑐 la descomposición factorial de cualquier natural 𝑛𝑛. 

Como por 1. sabemos que la propiedad es cierta para 𝑛𝑛1 = 𝑝𝑝𝑎𝑎, y 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚(𝑝𝑝, 𝑞𝑞) = 1, también será cierta, por 
2., para 𝑛𝑛2 = 𝑛𝑛1 · 𝑞𝑞𝑏𝑏. Reiterando el proceso para todos los factores primos de 𝑛𝑛, queda probado para 
todo 𝑛𝑛.  (q.e.d.) 

La igualdad (2) era conocida desde antiguo, posiblemente desde Pitágoras. La brillante generalización 
mostrada se debe al matemático francés Joseph Liouville, tal y como se ve en [1]. 

Pero no son las únicas listas de números naturales con esta propiedad. Para cualquier n, una lista formada 
por n copias de n, también lo verifica, pues obviamente 𝑛𝑛 · 𝑛𝑛3 = (𝑛𝑛 · 𝑛𝑛)2. Pero para n > 2 hay más, muchas 
más cuanto mayor n, aunque siempre en número finito [2]. Este autor también muestra, entre otras cosas, 
que la única lista con n naturales distintos que verifica la propiedad es precisamente {1,2, … ,𝑛𝑛}. 
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