La suma de los cubos a veces es igual al cuadrado de la suma ...

Si n es un natural cualquiera, sea {a = 1,b,c,...,n = m} lalista de sus divisores. La lista del nUmero de

)

divisores de estos ultimos es: {a’ = 1,b’,c’, ..., m’}, donde son posibles las repeticiones. Pues bien, para los

numeros de esta lista sorprendentemente se verifica que:
a®+b3+...+m”® = (@ +b'+...+m’)? (1)

Veamos la demostracion.

k

1.Si n = p”, sus divisores son 1,p, pz, . ..,pk con 1,2,3,...,k+ 1 divisores cada uno de ellos. Pero es bien

conocido que:

2
B+ 234 +k+1)°=(1+2+ +Kk+1)° = (—("“)2(’”2)) )

La ultima igualdad es sencilla de ver, como ya mostré el pequefio Gauss a su maestro:

k(k+1)
2

1424 +k=2(A+2+ +0)+U++2+1) = ((k+ Dttt (k + 1)) = (3)

Veamos la demostracién de (2) por induccién. Para k = 1 es gierto, 13 = 12. Supongamos que se verifica
para k y veamos que entonces también lo hace para k + 1:

2 2 2
P+ +k+ (k+1D3=1+2+ +k)*F (k+D)3 = (_"("2“)) Fk+1)3 =k (k4+1) +

4(k+1)% _ (K*+4k+4)(k+1)* _ (k+2)2(k+1)? _ ((k+1)(k+2)
4 4 - 4 - 2

)2=(1+2+--- +k+(k+1)? (ged)

Por tanto, para potencias de primos ya esta demostrado.

2.Seaahora n=m-p", con p primoy mecd(p, m) = 1. Veamos que si la propiedad

se verifica para m, también lo hace para n.

Sean a =1,b,...,m losdivisoresde m,y a’,b’,...,m' respectivamente el nimero de sus divisores.
Como suponemos que la igualdad propuesta se verifica para m, tendremos que
a?+b">+...+m3=(ad + b +...+m')?

Todos'los divisores de n, sin duplicidades, son:

a=1b,...,map,bp,...,mp,ap® bp?...,mp%...,ap", bp",....mp" =n

(recordemos que mcd(p,m) = 1)

Estos divisores tienen a su vez los siguientes niumeros de divisores:

a,b,...,m’,2d,2b,...,2m',3d",3b",...,3m,...,(r + Dd',(r + DI',...,(r + \)m’



Sumando todos estos numeros, tenemos
S=@+Db+...+mHA + 2+...+(r + 1))

Y el cuadrado de la suma es

S2=@+b + +mH* 142+ +(+ 1))2

Puesto que los numeros en cada paréntesis verifican la propiedad, tenemos entonces que
S2=(a”+b"3+...+m) (1P + 2°+...+(r + 1)?)

y desarrollando el producto, tenemos la suma de los cubos de todos los nimeros de divisores de los
divisores de n.

3. Sea ahora n = p%qP...7¢ la descomposicion factorial de cualquier natural 7.

Como por 1. sabemos que la propiedad es cierta para n; = p%,y mcd(p, q) = 1, también sera cierta, por
2., para ny =nyg - qb. Reiterando el proceso para todos los factores primos.de’ n, queda probado para
todo n. (g.e.d.)

La igualdad (2) era conocida desde antiguo, posiblemente desde Pitdgoras. La brillante generalizaciéon
mostrada se debe al matematico francés Joseph Liouville, tal'y como se ve en [1].

Pero no son las Unicas listas de numeros naturales/con esta propiedad. Para cualquier n, una lista formada
por n copias de n, también lo verifica, pues obviamente 7 - n3 = (n - n)2. Pero para n > 2 hay mas, muchas
mas cuanto mayor n, aunque siempre en nidmerofinito [2]. Este autor también muestra, entre otras cosas,
que la Unica lista con n naturales distintos que verifica la propiedad es precisamente {1,2,...,n}.
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