Lugar geomeétrico de los centros de los triangulos equilateros
inscritos en una cénica

Resumen: Se trata en general de una conica del mismo tipo, incluyendo las conicas
degeneradas que admiten inscribir un triangulo equilatero, como los pares de rectas secantes y
paralelas. Para encontrar la ecuacion del lugar geométrico de los centros, se plantea el sistema
formado por la ecuacion de la conica y la de la circunferencia circunscrita al triangulo, que la
cortara en los tres vértices y en un cuarto punto. Se elimina sucesivamente una variable entra
ambas ecuaciones, para obtener sendas ecuaciones de 4° grado en cada una de ellas.
Aplicando las relaciones de Cardano-Vieta a ambas, y teniendo en cuenta que el centro del
triangulo es el baricentro de tres de las raices, se obtienen las coordenadas del cuarto punto de
interseccion en funcion de las del centro. Sustituyéndolas en la ecuaciéon de la cénica, se
obtiene la ecuacion del lugar. Se vera a continuacién en detalle para los distintos tipos de
conicas. Se utilizan, sin perdida de generalidad, las ecuaciones reducidas de las cénicas.

Elipses
Elipse: Z—z + z—z =1 (#1) Circunferencia circunscrita: (x'—m)* + (y —n)? =r? (#2)

Despejandoyen#2: y=n t.r?—(x—m)?

Y sustituyendo en #1:

2
2 + 2_( _ 2
Z—2+—(n ! bzx m?) =1 =>b2x2+az(nz+r2—(x—m)2 iZn,lrz—(x—m)z)-azb2 =0

b%x? + a?n? + a?r? — a?(x — m)? - a®b? =F2na?\/r? — (x — m)?
Elevando al cuadrado,
(b%x% + a?n? +.a%r? — a?(x — m)? — a?b?)? = 4n2%a*(r? — (x —m)?)

Solo nos interesan los coeficientes de los términos de tercer y cuarto grado, por lo que nos
basta con estudiar €l primer miembro de la igualdad. Ordenandolo antes de elevar al cuadrado,

2
((b% — a®)x? + 2a*mx + a?(n? + 12 —m? — b?))
Los términos que nos interesan son entonces
(a®> — b?)?x* — 4a’m(a? — b?)x®

Y la suma de las cuatro raices sera, por las relaciones de Cardano-Vieta, el cociente de estos
coeficientes con signo menos:

c3 et 4a’m
—— =Xt Xt X3+ X4y =5
Cs 1 2 3 4 az _ b2
R 4q2 m(a?+3b?
Pero m = 272753 de |o que resulta x, = ——= — 3m = m(a*+3b%)
3 a? - b2 a? - b2
. . . __ n(3a2+b?)
Anédlogamente, se obtiene: Vo= or
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Sustituyendo en #1, ya que (x4, y4) esta en la elipse,

m?2 n?
+ =1 (#4)
() (M)

Se trata de una elipse centrada en el origen, con los mismos ejes que la de partida y semiejes

, _ a(a?-p?) , _ b(a?-b?)
T a2z+3p2’ T 3a2+b2
Claramente menores que a y b. En particular, si 125 yre s

se trataba de una circunferencia, a = b, se
obtiene una circunferencia de radio a’ = b’ = 0.

El lugar geométrico se reduce, como era de A&WMW‘
esperar, al centro. : % : : . .

Si es a # b, ambas elipses tienen la misma
orientaciéon. En efecto, partiendo de la
desigualdad evidente

3(a® +ab + b?) > ab

Se tiene que sia> Db,

a

3(a® - b3) > ab(a—b) = 3a® +ab? >33 +a*h = >a>0b

a? +3b% ~ 3aZ + b2
Igualmente, a<b=a’'<b"
Hipérbolas

De forma enteramente similar al caso de_ elipses,

Hipérbola: < _ Z—z =1 (#5) Circunferencia circunscrita: (x — m)? + (y —n)? =r? (#2)

a?

Despejandoyen #2: y=n.+.r?— (x —m)?

Y sustituyendo en #5:

2
+./7r2—(x—m)?2
ﬁ—w=l :bzxz—az(n2+r2—(x—m)2 iZn,/rz—(x—m)z)—a2b2=O

a2 b2
b2x? — a?n? — a®r? + a?(x — m)? — a?b? = +2na®\r? — (x — m)?
Elevando al cuadrado,
(b%x? — a?n? — a?r? + a®(x — m)? — a?b?)? = 4n2a*(r? — (x — m)?)

Solo nos interesan los coeficientes de los términos de tercer y cuarto grado, por lo que nos
basta con estudiar el primer miembro de la igualdad. Ordenandolo antes de elevar al cuadrado,

((a? + bH)x? — 2a’mx — a?(n? + 12 —m? + bz))2
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Los términos que nos interesan son entonces
(a? + b?)?x* — 4a’m(a® + b?)x3

Y la suma de las cuatro raices sera, por las relaciones de Cardano-Vieta, el cociente de estos
coeficientes con signo menos:

cs et 4a*m
—— =X+ X+ X3+ Xy =7
Cs 1 2 3 4 az + bz
+xp+ 4a? 2-3p?
Pero m = 272275 de |o que resulta x, = —— — 3m = m(a’-3b%)
3 a?+ b2 a? +b?
. . n(b%2-3a?
Anélogamente, se obtiene: V4 = W

Sustituyendo en #5, ya que (X4, y¥4) estd en la
hipérbola,

2 2

m n _
ey ey

Se trata en general de una hipérbola centrada
en el origen, con los mismos ejes que la de
partida y semiejes

!

_a(a®+b?) , _b(a®>+b?)
"~ la? = 3b2|’ "~ |b?2 = 3a?|

Si es a = b, hipérbola equilatera, se tiene que
a'=b’ = a, con lo que el lugar es la propia.hipérbola. Esto es un caso particular de un resultado
conocido: el ortocentro de cualquier tridngulo inscrito en una hipérbola equilatera se halla sobre
la propia hipérbola. Si b > a, el lugar es exterior a la hipérbola, puesa’<ayb >b, ysib<aes
interior, puesa’>ayb’ <b.

Sies b = V/3a, el lugar estaformado por un par de rectas paralelas reales m? = a?/4.

Y sies a = +/3b, el lugar.esta formado por un par de rectas paralelas imaginarias n> = — b?/4.
Parabola
Parabola: y? =2px (#7) Circunferencia circunscrita: (x — m)? + (y —n)? =r? (#2)

Sustituyendo x = g en #2,

¥\
7 _ V2 — 2
(Zp m) + (y—n) r

El término de tercer grado es cero, por lo que y; + y, + y; +
V4 = 0 =4 V4 = —37’1 . ¥ =208 (x- 4) ]

Sustituyendo en #2 y = /2px, |

(x—m)?+ (J2px—n)2 =1r? = [2px=n +r2— (x —m)>? ' [
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2px =n? 4 2nr?2 — (x —m)2 +r? — x? + 2mx — m?
(x2=2m—p)x+m? —n? —r?)?2 =4n%(r? — (x —m)?)
Los términos de tercer y cuarto grado son x* — 4(m — p)x3, por lo que

—Z—3=x1+x2+x3+x4=4(m—p)$x4=m—4p
4

Sustituyendo en #7, ya que (X4, y4) esta en la parabola,

2
n2=2P (m — 4p)
9
Se trata de otra parabola, interior a la original, con el mismo eje y orientacién, con pardametro
p/9 y vértice desplazado 4p unidades.
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